
ISRAEL J O U R N A L  OF MATHEMATICS.  Vol. 57, N,,,. 2, 1987 

THEOREMES DE VIABILITE 
POUR LES INCLUSIONS DIFFERENTIELLES 

DU SECOND ORDRE 

PAR 

BERNARD CORNET" ET GEORGES HADDAD" 
" Universit~ de Paris Iet CORE; et ~ Universit~ de Nice et LA TAPSES 

ABSTRACT 

This paper gives conditions ensuring the existence for an initial value (x,,, v,,) of 
a solution to the second order differential inclusion x"(t)GF[x(t),x'(t)], 
x(0) = x,,, x'(0) = v,, such that x(t)E K for all t where K is a nonempty given 
subset of R". 

0. Introduction 

Soit  K un sous -ensemble  non vide de R" cucl id ien  et F une c o r r e s p o n d a n c e  

de R" × R" dans  R". 

Dans  cet ar t ic le  nous  cons id6rons  le p rob l6me  de l ' ex is tence  pour  une va leur  

ini t iale (x,,, v,,) E R" × R", d ' u n e  so lu t ion  x ( .  ): [0, T ] ~  R", T > 0, x(0) = x,,, 

x ' (0)  = v,,, du p rob l6me  de viabil i t6 du second  o rdre :  

{ x " ( t ) E  F(x( t ) .  x ' ( t ) )  pour  p resque  tout t @ [0, T[, 

(H) x ( t ) E  K pour  tout  t E [0, T[. 

A lo r s  si pour  tout  x E K nous d6s ignons  par  TK(x) le c6ne cont ingent  de 

Boul igand  [4] d6fini pa r  

o~ dK ( " )  d6signe la fonct ion d is tance  fi K, nous v6rifions sans difficult6 que tou te  

so lu t ion  de (H) satisfai t  n6cessa i rement  la condi t ion :  

(1) x ' ( t ) E T K ( x ( t ) )  pour  tout  t E [0, T[. 
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Ainsi si nous ddfinissons G(TK) = {(x, v) ~ K x R" I v E TK (x)} le graphe de la 

correspondance TK(-), le problbme de l'existence de solutions pour (H) se 

ram~ne de mani6re 6quivalente ~ celui de l'existence de solutions pour le 

probl~me de viabilit6 du premier ordre associd: 

I x'(t)= v(t) 
pour presque tout t ~ [0, T[, 

(H*) I. v'(t) ~ F(x(t), v(t)) 

(x( t ) ,v( t ) )EG(TK) pour tout t E[0 ,  T[. 

L'~tude des probl6mes de viabilit6 du premier ordre a fait l 'objet de diverses 

contributions (cf. [1], [2], [3], [8], [9], [12], [13], [I5], [16]), dans [10] des 
conditions n6cessaires et suffisantes ont 6t6 donndes pour l'existence de solutions 

/t partir de toute valeur initiale dans l 'ensemble dans lequel les solutions doivent 

rester, appel~ ensemble de viabilit6 du probl6me. Cependant ce r6sultat reposait 

fortement sur le fair que cet ensemble 6tait Iocalement compact. Ceci n'est pas 

vrai en g~n6ral pour G(TK) l 'ensemble de viabilit6 de (H*). En eflet consid6rons 

par exemple K = R + C R. Nous avons alors TK (0) = R + et TK (x) = R pour tout 

x > 0. II apparait alors clairement que G(TK) n'est pas localement compact en 

(0,0). Ceci fait la diffdrence essentielle entre les probl6mes de viabilitd du 

premier ordre et ceux du second ordre. 

Le but de cet article est de donner cependant des conditions assurant 

l'existence de solution de (H) ou (H*) pour une classe tr6s large de valeurs 

initiales (x.. v,,)E G(TK). 

1. Pr~liminaires 

Soit R" espace euclidien. Pour tout x -- (x~)~ ~ .... dans R" nous d6signons par 

IIx ~,~)"~ sa norme euclidienne. Pour tout sous-ensemble A de R" nous 

d6signons par int(A) I'int6rieur de A et par ,,~ sa fermeture. La fonction 

distance dA ( ' )  ~ A est d6finie pour tout x E R" par 

aa (x )= inf{ [ ]a  - x [ l [ a  E A} .  

Enfin pour tout x E R "  et tout e > O  nous ddfinissons B ( x , e ) =  

{ y E R "  [ l ly-x[ l< ~}. 
Afin d'6noncer le th6or~me de viabilit6 pour les inclusions diff6rentielles du 

premier ordre nous rappelons qu'une correspondance S: X-->R", X C R", est 

une application de X dans l 'ensemble des parties de R P. De plus nous dirons 

qu'une correspondance S: X ~ R pes t  semi-continue sup6rieurement (s.c.s.) si 
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pour tout ouvert l~ de R p, l'ensemble {x C X I S ( x ) c  1~} est un sous-ensemble 

ouvert de X pour sa topologie induite. 

THEOR/~ME 1.l. Soit X une partie non uide Iocalement compacte de R" et 

S: X---* R" une correspondence s.c,s, telle que pour tout x E X,  S ( x  ) est convexe 

compact  non vide. 

Alors la condition 

(q) S ( x ) D  T ~ ( x ) ~ O  p o u r t o u t x @ X  

est dquivalente h l 'existence pour tout x E X d ' u n  r6el Tx > 0 et d ' u n e  application 

x(.  ): [0, T,]-->R" telte que x(0) = x et v(r(fiant: 

x I ) est lipschitzienne sur [0, T, ], 

(1.1) x ( t ) ~  S[x(t)] pour presque tout t E [0, T~], 

x ( t )  E X pour tout t C [0. T~ ]. 

De plus la condition (q) implique que pour tout x o E  X il existe 7-,, > 0  et un 

voisinage Uo de xo dans X,  tels que pour toute valeur initiale x E U,,, il existe une 

solution de (1.1) d~finie sur [0, To]. 

2. Quelques r~sultats d'existence pour le second ordre 

Soit K une partie non vide de R" et une correspondance F: G(TK)--->R". 

Dans toute la suite de l'article nous designerons pour tout (x, v) E G (TK) et tout 

T > 0 par ST (x, v) l'ensemble des applications diff6rentiables x( .  ): [0, T[--~ R" 

telles que x '( .  ) est lipschitzienne sur [0, T[, x(0) = x, x'(0) = v e t  v6rifiant 

I x " ( t ) E  F (x ( t ) ,  x ' ( t ) )  pour presque tout t E [0, T[, 

(H) [ x ( t ) E  K pour tout t @[0, T[. 

Nous d6finissons enfin pour tout (x, v) E G (TK) la notion de d6riv6e contingente 
de la correspondance TK(" ) au point (x, v) dans la direction v par 

O(7"K)(x. v)(v)= {w ~ R ° I(v, w)~ T~.~,(x, v)}. 

Nous avons a[ors la proposition suivante: 

PaoeosmoN 2.1. Soit K une pattie non vide de R" telle que G ( T ~ )  est 

localement compact  et F: G(T~)--->R ° une correspondance s.c.s, fi valeurs con- 

vexes compactes non rides. 

Alors la condition 
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( c 2 )  F ( x , v ) N D ( T a ) ( x , v ) ( v ) / Q  pourtout ( x , v )EG(TK)  

est iquivalente 6 l'existence pour tout (x, v)@ G(TK) d'un riel T > 0  tel que 
S~ (x, v) est non vide. 

Dt~MONSTRATION. La d6monstration est une cons6quence directe du 

Th4orhme 1.1 en se ramenant ~ (H*) et en remarquant que la condition (c2) est 

6quivalente 

(c*) { v } x F ( x , v ) N  TccTK,(x ,v) /~  pour tout (x ,v )EG(TK) .  

Un exemple caract&istique d'ensemble K tel que G(TK) est localement 

compact est donn6 par 

K = {x a f g(x) = 0} 

oh f~ d6signe un ouvert de R" et g une application continfiment diff6rentiable de 

11 dans R p telle que g ' (x)  ~ oL~?(R" ;R p) est suppos4e surjective pour tout x ~ K. 

Dans ce cas, en tout x E K le c6ne contingent T~ (x) est en fait l 'espace tangent 

h la sous-vari6t4 K au point x et v6rifie 

• ( x ) = { v  ° r g ' . , ( v )  = o}. 

Ainsi 

G(TK) = {(x, v) E f t  x R" I g(x) = O, g',x,(v) = 0} 

est bien iocalement compact. 

La proposition suivante donne l 'expression de la d6riv6e contingente de ia 

correspondance TK ( - )  pour un tel ensemble. 

PROPOSITION 2.2. Soit K = { x @ l I l g ( x ) = O  } o6 f~ est un ouvert de R", 
g: 1)---~ R p une application deux lois contin~ment diff&entiable sur 1) et telle que 
g'(x) est surjective pour tout x E K. 

Alors pour tout (x, v)@ G(TK) nous avons 

(2.2) D(TK)(x, v) (v)= {w ER" I gT,,(v, v)+ g'm(w)=O}. 

II suftit pour cela de remarquer que G(Tg) s'6crit sous la Dt~MONSTRATION. 

forme: 

G(TK)={(x, v ) E l l x  R" I h(x, v ) = 0 }  

o6 h d4signe l'application contin6ment dittErentiable de lq x R" dans R p x R p 

d6finie par 
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h ( x , v ) = ( g ( x ) , g ' ~ ( v ) )  pour tout (x, v) E f~ x R". 

Un calcul standard montre que h'(x, v ) ~  ~(R"  x R" ;R p x R p) est d6finie par 

t ~ , rP P h,.v~(s, t) = (g,)(s), g~(v ,  s)+ g, ,( t))  pour tout (s, t ) E  R" x R". 

On v6rifie alors ais6ment que h',.v) est surjective en tout point de G(TK). 

Ainsi 

T c , ~ K , ( x , v ) = { ( s , t ) ~ R , , x R ,  I g'-,(s) = 0  } 
r r  t - -  • g,~,(v, s ) +  g~x,(t) - 0 

Ce qui implique bien que pour tout (x, v ) E  G(Tg)  

D(TK)(x,  v)(v)  = {w ~ R" I g'[~,(v, v) + g',.,(w) = 0}. 

Notrs en d6duisons alors la proposition suivante: 

PROPOSmON 2.3. Soit K = { x ~ n l g ( x ) = O  } oi~ f~ est un ouvert de R", 

g: ft---~R ~ une application deux fois continftment diffdrentiable sur fL telle que 
g'(x ) est surjective en tout point de K. Soit F une correspondance de G( TK) dans 
R ~ s.c.s. ~ valeurs convexes compactes non rides. 

AIors la condition 

(c23) pour tout (x, v ) ~ G( TK ) il existe w E F(x, v) tel que 

g;.(v, v)+ g ' . , ( w )  = 0 

dquivaut fi l'existence pour tout ( x , v ) E G ( T K )  d 'un  rdel T > 0  et d 'une 
application diffdrentiable x ( .  ): [0, T[----~ R" telle que x'(" ) est lipschitzienne sur 
[0, T[, x(O) = x, x'(O) = v et vdri]iant 

x"(t) @ F(x (t), x'(t)) pour presque tout t ~ [0, T[, 

(H2.3) X(t)EI")., g(x( t ) )=O pour tout t  @[0, T[. 

Cependant la Proposition 2.1 ne peut s'appliquer si G(TK) n'est plus 

localement compact. Ceci est prouv6 par l'exemple suivant: 

EXEMPLE 2.1. Soit K = R ÷ et F: R × R---, R d6finie par F(x, v) = x - 1 pour 

tout ( x , v ) E R x R .  Nous avons vu dans l'introduction que G(TK) n'est pas 

localement compact en (0,0). De plus la condition (c2) ou (c*) est facilement 

vdrifide sur G(TK). Pourtant il ne peut exister de solution x( .  ): [0, T[--*R +, 

T > 0, de 1'6quation diff6rentielle du second ordre x"( t )= x ( t ) - 1  et v6rifiant 

x (0) = 0, x ' ( 0 )  = 0. 
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Dans le cas d'un ensemble K convexe Iocalement compact nous avons le 

r6sultat suivant: 

PROPOSITION 2.4. Soit K un sous-ensemble convexe locaIement compact 

d'intdrieur non vide de R" et F: G(TK)--*R" une correspondance s.c.s, fi valeurs 

convexes compactes non rides. 

Alors pour tout (x,,. v,) E G( T~ ) tel que v,, E int TK (x,,) il existe T, > 0 tel que 

S.~i,(xo, v.) est non vide. 

DI~MONSTRATION. Rappelons tout d 'abord que la convexit6 de K implique 

que pour tout x @ K nous avons 

et 

~r,,(x)--{,~(y-x)l ,~ >0,  y e K} 

int TK(x) = {A(y - x ) [ A  > 0 ,  y E int K}. 

De plus nous savons que le graphe de int TK (-) ,  

G(int TK) = {(x, v)  ~ K × R ° I v E int T~ (x) /  

est ouvert dans K x R". 

Ainsi comme K est localement compact, G(int TK)est  lui aussi localement 

compact. 

I1 suffit maintenant de v6rifier que la correspondance qui /~ tout (x, v ) E  

G(int T•) associe {v} × F(x, v) satisfait la condition de viabilit6 du Th6or/~me 

1.1. Soit alors ( x , v ) E G ( i n t T K ) ,  il existe ,~ > 0  et y • i n t ( K )  tels que v =  

A(y - x ) .  

Alors x + h v = x + h A ( y - x ) E i n t ( K )  pour tout h > 0  assez petit. Ceci 

implique que T K ( x + h v ) = R " .  I1 est alors facile de v6rifier que pour tout 

w E F(x, v), (x, v ) +  h(v, w ) C  G(int TK) pour tout h > 0  assez petit. Ainsi 

(v, w)E T~,,°,TK,(x, v). 
Le r6sultat obtenu dans la Proposition pr6c6dente ne peut se gSn6raliser h un 

ensemble localement compact non convexe. Ceci est prouv8 par l 'exemple 

suivant: 

EXEMPLE 2.2. Soit K = {(x,, x:) E R 2 [ x~ + x~ => 0}. Nous avons TK (0, 0) = R 2. 

Cependant il ne peut exister de solution x( .  ): [0, T [ -~  K, T > 0. de l '4quation 

diff4rentielle du second ordre x"(t) = 0 telle que x(0) = (0, 0) et x'(0) = ( - 1,0) E 

int TK (0, 0) = R2. 
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X_~ 

/ / J  l 

/ /  / / ~ / 

AK (0, 0) 

Xl 

3. Le th6ori~me principal 

Nous sommes donc tout naturellement amen6s dans un cadre plus g6n6ral "~ 

imposer des conditions suppl6mentaires ~ la vitesse initiale. C'est pourquoi nous 

introduisons une notion diff6rente de c6ne tangent dfie "a Dubovickii-Miljutin 
[7], d6finissant pour tout x E K l'ensemble: 

A• (x)=  {v CR,, I il cxiste e > 0 et o~ > 0  tels que } 
x + t B ( u , e ' ) C K p o u r t o u t  t@[0, a]  " 

Dans l'exemple 2.2, le c6ne A,, (0,0) est pr6cis6ment donn6 par 

AK (0,0) = W\{(x, ,0)  I x, =<0}. 

Nous mentionnons maintenant quelques propri6tSs de ce c6ne. 

PROeOSmON 3.1. (a) Pour tout x ~ K, A K ( x )  est ouvert clans R" et vdr([ie 

AK (x) C int TK (x). 

(b) Si K est convexe  alors A K ( x )  = int TK(x )  pour tout x C K. 

(c) Soit K = L n M avec L e t  M deux sous-ensembles  donnds de R". Pour tout 

x E K nous avons  T, ( x ) n  AM(x)C T•(x).  
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DI~MONSTRATION. Les d f m o n s t r a t i o n s  de (a) et (b) n 'of f rent  aucune  difficult6 

(cf. [ i l l) .  
Soit main tenan t  K = L N M, x (E K et v E T,_ (x) N AM (X). Une  d6finition 

6quivalente  de TL(x) est que v ~ T,_(x) si et seu lement  si il existe une suite 

h,,  hq > 0, et une suite vq, v, E R" telles que  h,, ~ O, vq ~ v e t  x + hqvq ~ L pour  

tout  q. 

De  la d6finition de AM(X) on d6duit  fac i lement  que x + hqv,, ~ M pour  tout  q 

assez grand et donc  que x + hovq ~ L 71M = K. Ainsi v C TK(x). 

Nous pouvons  ma in tenan t  6noncer  le thdor6me d 'ex is tence  suivant:  

THt~OREME 3.1. Soit K = L N M avec L e t  M deux sous-ensembles dorm,s de 

R" et F: G(TK)---~ R" une correspondance s.c.s, fi valeurs convexes compactes non 

rides. Supposons de plus que G(T~ ) soit localement compact et que 

(c3) F(x, v ) N  D(TL)(x,  v ) ( v ) #  Q pour tout (x, v ) C  G(T•). 

Alors pour tout (xo, v,,) tel que x(, E K et v,, E T~ (x()) f"l AM (X,,), il existe 7",) > 0 tel 

que S~,(x., v.) est non vide. 

DI2MONSTRATION. De  la Proposi t ion  3.1, nous  r e m a r q u o n s  tout  d ' a b o r d  que si 

v, ,E T~.(x,))D Au(x, , )  alors v , ,~  TK(x,)). Ainsi (x,,, v(,)E G(T~). De plus de 

v,) E AM (x()) nous d6duisons I 'exis tence de e > 0 et de a > 0 tels que:  

M . = { x ( , + t v [ v  (~ B(v,,, e),  t ~ [O,o<l} C M. 

II est alors clair que Mo est un convexe  ferm6 de R" et que B(v,,, e )C  A r v t , , ( x o )  = 

int TM,,(x.). Ainsi c o m m e  le g raphe  de int TM,)(" ) est ouver t  darts M.  × R", il 

existe 6 > 0 tel que:  

B(v,) ,6)CintTM,,(x)=AM,,(x)  p o u r t o u t x E M ,  D B ( x . , 8 ) .  

De M(,C M nous d6duisons a is6ment  que AM,,(x)C AM(X) pour  tout x ~ M,.  

D6finisssons aiors 

G(, = [M,, D B(x,,, 8)] × B(v(), 6) f) G(Tc ) 

qui est c la i rement  un sous -ensemble  Ioca lement  compac t  de R" × R". 

V6rifions ma in tenan t  que G,,C G(TK). Soit (x, v ) E  Go, alors x E L D M,,C 

L (- /M = K. D e  plus v @ Tt.(x) et par  cons t ruc t ion  v @ AM,,(x)C AM(X). Ainsi 

v E TL(x)D AM(x)C TK(X). 

La d6mons t ra t ion  du th6or6me sera alors terminSe si nous mon t rons  que le 

th6orSme 1.1 s ' app l ique  au p rob lSme de viabilit6 du p r emie r  ordre  d6fini par  G() 
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et la correspondance associant h tout (x, v )~  G. I'ensemble {v} x F(x, v)C R" x 
R". 

II suffit en fait de v6rifier la condition suivante: 

[{ v } x F(x, v)] O T~;,,(x, v) / Q 

De (c3) nous d4duisons que 

[{v} x f (x ,  v)] Cl TGcrL,(x, v ) / f g  

pour tout (x, v) ~ G.. 

pour tout (x, v) ~ G,. 

Ainsi de la caract6risation par les suites du c6ne contingent de Bouligand nous 

d6duisons que pour tout (x, v )E  G,, il existe w E F(x, v) et des suite hq, h,~ > 0 .  

vqER"  et w. ER" telles que h,--*O, v.--*v, wq---~w et (x,v)+hq(vq, w. )E 
G(TL) pour tout q. I1 suffit alors de montrer que pour tout q assez grand 

(x, v) + hq (Vq, Wq) ~ G,, et donc h [M~ ;3 B(x,,, 6)] x B(v,,, ,3). 
Le seul point non 6vident consistant h vdrifier que pour tout q assez grand on a 

x + hqvq C Mo. 
Ceci se d6duit directement du fair que v,~ --> v E B(v,, 8) C A M,,(x) et de la 

caract6risation de A M.(X). 

Le thdor6me pr6cddent garantit seulement l'existence d'une solution pour une 

valeur initiale donnde (x., v,,) mais ne fournit aucune information sur les 

solutions/t valeurs initiales dans un voisinage de (x,,, v.). En particulier I'exemple 

suivant montrera que sous les hypoth6ses du thdor~me 3.1, pour de petites 

perturbations de la condition initiale, la longueur de I'intervalle de viabilit6 (i.e.: 

I'intervalle pour lequel la solution reste dans K) peut tendre vers zdro. 

EXEMPLE 3.1. Consid6rons, comme dans I'exemple 2.2, I'ensemble 

K=M={(x, ,x2)~R2[x?+x~>=O}, L =R"  

et le problhme de viabilit6 du second ordre x"(t) = 0, x( t )E  K sous la condition 

initiale x(O)= (x~,x2), x'(O)= (0, 1) avec (x~,x2) dans un voisinage de (0,0). 

Clairement (cf. dessin): (0, 1) @ AK (0.0) et (0, 1) ~ AK (x,, x,) pour x 3 + x~ > 0, 

x~ < 0, x2 < 0 assez petits. 

Un calcul simple montre que s i x ( .  ): [0, T[---*K est une solution (viable) teIle 

que x(O)=(x,,x2) avec x~<0,  x2<0 ,  x ~ + x ~ > 0  et x ' ( 0 )= (0 ,1 )  alors 

n~cessairement T =< - x2. 

Ainsi pour obtenir des informations sur la persistance de solutions sur un 

intervalle de longueur minimum pour des valeurs initiales procbes de (x,, v,) 
nous sommes amen6s h imposer h (x., v,,) des conditions plus fortes. 

Pour cela nous introduisons G°(TM) I'int4rieur du graphe de TM(')  dans 

M × R "  et G"(AM) l 'int6rieur du graphe de AM(. )  dans M x R " .  
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De plus pour tout x E M nous d6finissons le c6ne tangent de Clarke [5] au 

point x h M par 

{ I ' / CM(X) = v E R "  l i m ~ d M ( y + h v ) = O  . 
y ~ x  
yEM 

Nous avons alors la proposition suivante: 

PROPOSITION 3.2. Supposons M localement compact. Alors pour tout x E M les 

propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(1) v E i n t C M ( x ) ,  

(2) (x, v ) E  G " ( A , ) ,  

(3) (x, v) E G"(TM ). 

DEMONSTRATION. (1) f f  (2). Soit v E int CM(x), nous savons (cf. Rockafellar 

[14]) que ceci est 6quivalent a Fexistence de e > 0  et de o~ > 0  tels que 

x ' + t v ' E M  pour tout x ' E M C q B ( x , e ) ,  tout v ' E B ( v , E )  et tout t ¢~[0, a].  

Ceci permet directement de conclure que 

[M fq B(x,  e)] x B(v, e )C  G(AM) 

et donc que (x, v) E G°(AM). 

(2) ~ (3). Cette propri6t6 est imm6diate car G(AM)C G(TM). 

(3) => (1). Soit (x, v ) ~  G°(TM). Ceci signifie qu'il existe e > 0  tel que pour 

tout x' ~ M fq B(x, e) et tout v' E B(v,  e) on a v' E TM(x'). Or ceci implique (cf. 

Cornet [6]) que B(v, e )C  CM(X) et donc que v ~ i n t  CM(X). 

Nous avons alors le r6sultat suivant: 

THZOREME 3.2. Supposons satisfaites les hypotheses du ThdorOme 3.1 et 

supposons de plus que M est localement compact. 

Alors pour tout (x,,. v,,) tel que x , E  K = L n M et v,,E Tl.(x,,)n int CM(X,,), il 

existe un voisinage U,, de x,, dans M, un voisinage V,, de vo dans R" et 7",, > 0 tels 

que ST,,(x, v) est non vide pour tout (x, v ) E  U . x  Vof-I G(TL). 

DEMONSTRATION. Soit (x,,, v,,) tel que x, E K et v,, ~ TL (x,,) f'l int CM (X,,). De 

ia Proposition 3.2 nous d6duisons que (xo, vo)E G~'(AM). ce qui signifie qu'il 

existe e > 0  tel que B(v , , . e )C AM(x)  pour tout x ~ M N B ( x , , , e ) .  

Considdrons alors 

G = [M f'l B(x,,, e)] x B(v,,, e ) n  G(T,.). 

G est localement compact car M e t  G(T~)  sont localement compacts. De plus 
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nous d6montrons de faqon identique h la d6monstration du Th4orhme 3.1 que 

G C  G(TK) .  

Nous affirmons enfin que la condition: 

{ v } x F ( x , v ) f - I  T ~ ; ( x . v ) ~ Q  p o u r t o u t  ( x , v ) E G  

est v6rifi4e. Ceci se d6montrant encore exactement comme dans la 

d6monstration du th6or6me 3.1. 

II suffit maintenant pour conclure d'appliquer h la valeur initiale (x,,, v.). la 

dernihre partie du Th6orhme 1.1 pour le problhme de viabilit6 du premier ordre 

d6fini par G et la correspondance qui h tout (x, v ) E  G associe {v}x F(x.  v)C 

R" x R". 

Nous d~duisons alors des deux th6orhmes pr6c4dents le corollaire suivant: 

COROkLMRE 3.1. Soit K un sous-ensemble  de R" et F: G(TK)-->R" une 

correspondance s.c.s, h valeurs convexes compactes non rides. 

(1) Pour tout x,, C K et tout v,, E AK ( x,,) il existe T,, > 0 tel que S -a,( x,,, v,,) est non 

vide. 

(2) Supposons de plus que K est localement compact. Alors  pour tout x,, C K et 

tout v~, E int CK (xo) il existe un voisinage Uo de x,, dans K et un voisinage V,, de v,, 

dans R" et T, > 0 tels que pour tout (x, v) ~ U,, x V.  l ' ensemble  S ~,,(x, v) est m m  

vide. 

DEMONSTRATION. Les d6monstrations sont des cons6quences imm6diates des 

deux th6or6mes pr6c4dents en posant L = R" et K = M. La condition (c,) est 

alors automatiquement v6rifi6e car G(G_) = R" x R'. 

4. Applications 

Dans cette partie nous donnons quelques corollaires des th&~r~mes 

pr4c6dents pour une classe particuli6re d'ensembles K d6finis par 

K = { x E L  I x C ~ , f ( x ) ~ Z }  

ou L e t  Z sont respectivement des sous-ensembles de R" et R" et f u n e  

application d'un ouvert t) de R" h valeurs darts R'. 

A cette fin nous utiliserons le r6sultat pr61iminaire suivant: 

PROPOSITION 4.1. Soit M = {x ~ E f l [ f ( x ) E  Z} oh fl  d~signe un ouvert de R", 

Z une partie de R p e t  f une application de f l  dans Re. 

(a) S i f  est diff&entiable en x,, E M, alors: 
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/v ~ R" I f(x,,)(v) E A z  ff(xo))} c AM (X,,). 

(b) Supposons Z localement compact et f continfiment diff&entiable sur ~.  
Alors pour tout x,) E M on a" 

{v E R ° I f'(xo)(v) E int Cz if(x,)))} C int CM (x,,). 

DEMONSTm~TION. (a) Soit v, E R "  tel que f '(xo)(v,,)~Az(f(x())). Comme 

Azi f (x , ) )  est un ouvert dans R p, i! existe donc a > 0  tel que 

f'(x,,)[B(v., a)] C Az(f(xo)). I1 suffit alors de montrer l'existence de 8 >0 ,  tel 

que {x,,+ Iv Iv E B(v,), a), t E[0 ,8]}C M. Si cela n'6tait pas vrai, il existerait 

alors une suite tq > O, t, ---~0 et une suite v, E B(vo, a)  telles que xo + t,v,~_ M 
pour tout q. En prenant une sous-suite si n6cessaire, nous pouvons supposer que 

v~ ~ v E B(v(,, o~). 
De la diff6rentiabilit~ de f e n  x() nous d6duisons que 

f(x(, + tqvq) - f(xo) ~ f'(xo)(V) E Az (f(xo)). 
t. 

De la ddfinition du c6ne Az(f(x())) nous d6duisons que 

[(xo + t, Vq ) =/(x,,) + tq f(x(, + tqvq) - f (x,)  E Z 
t. 

pour tout q assez grand. 

Ceci contredit xo + tqvq ~ M e t  termine la d6monstration de (a). 

(b) Soit r o e  R" tel que f'(xo)(vo)E int Cz(f(xo)). Comme Z e s t  localement 

compact ceci 6quivaut d'apr6s ia Proposition 3.2 /~ (f(xo),f'(xo)(vo))~ G°(Az)  
l'int6rieur dans Z × R p du graphe de la correspondance Az (-). 

De la continuit6 de l'application f '  en x0 nous d~duisons la continuit6 au point 

(x,,, vo) de I'application qui/~ tout (x, v) darts 1~ × R" associe ( f (x) , f ' (x) (v)) .  
Ii existe alors e > 0  tel que pour tout x E M N  B(xo, e) et tout v EB(vo ,  e) 

nous avons (f(x),  f ' (x ) ( v )) ~ G"(Az ) et donc f ' (x ) ( v ) E Az  (f(x)), ce qui d'apr6s 

(a) implique que v E AM (x). Ainsi (xo, v()) E G°(Au).  Les hypoth6ses impliquant 

que M est lui aussi iocalement compact, nous d~duisons, toujours de la 

Proposition 3.2, que vo E int CM (x(,). 

THEOREME 4.1. Soit K = { x ~ L  ]xE~'l ,  f ( x ) E Z }  et F: G(TK)---~R" une 
correspondance s.c.s, a vateurs convexes compactes non rides. 

Supposons que G( TL) est localement compact et que 

(c3) F(x, v) n D(TL)(x,  v)(v)  ~ 0 pour tout (x, v) @ G(TK). 
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(a) Soient x~, E K et vo E Tt. (x~,) tels que f e s t  diffdrentiable en x~, f ' (x , , )(vo)E 

A z  (f(xo)). 

ll existe alors T, ,>0  tel que ST~,(xo, vo) est non vide. 

(b) Supposons Z localement compact et f contin~ment diffdrentiable sur ~ .  Pour 

tout (xo, vo) tel que x o ~  K, vo~  Tz_(xo) et f ' (x , , )(vo)E int Cz(f(xo)),  il existe un 

voisinage U. de x .  dans K, un voisinage V,, de v,, dans R" et T,  > 0 tels que 

S r.(x, v) est non vide pour tout (x, v ) E  Uo× VoN G(T~) .  

La d6monstration de ce r6sultat se d6duit directement du Thdor6me 3.1 et du 

Th6or6me 3.2 ainsi que de la Proposition 4.1 en consid6rant M =  

{xealf(x) Z}. 
Pour terminer consid6rons un ensemble K d6fini par 

K = {x E 1) I g(x ) =0 ,  f~ (x)_--> 0, i ~ I} 

o/a 1) d6signe un ouvert de R", g une application deux fois continfiment 

diff6rentiable de 11 dans R p telle que g' (x)  est surjective en tout point x ~ FI tel 

que g (x )  = 0 et off f~, i ~ I, d6signe une famille finie de fonctions de 1) dans R. 

Pour tout x E 1) nous d6finissons l ( x )  = {i E I I~ (x) = 0}. Nous avons alors le 

r6sultat suivant: 

COROLLAIRE 4.1. Soit F: G(TK)---~R" une correspondance s.c.s, h valeurs 

convexes compactes non vides et telle que pour tout (x, v ) E  G(TK)  il existe 

w E F(x,  v)  v~ri[iant 

(*) g'~x,(v, v) + g ' . ~ ( w )  = 0.  

(a) Soient x,, @ K et vo E R" tels que g'(x~,)(vo) = 0 et tels que les f~, i E L sont 

diff~rentiables en x,, et vdri]ient f'~(xo)(v.) > 0 pour tout i E I(x .) .  

II existe alors T, ,>0  tel que S~,,(xo, vo) est non vide. 

(b) Supposons de plus que chaque f,, i E I e s t  continfiment diffdrentiable sur fl .  

Pour tout (xo, vo) tel que x,, E K, g'(x,,) (v,,) = 0 et f'~(x,,) (v,,) > 0 pour tout i ~ I(x,,), 

il existe un voisinage Uo de xo dans K, un voisinage Vo de vo darts R "  et To > 0 tels 

que ST,,(x, v) est non vide pour tout (x, v ) E  Uox  V~, tel que g ' ( x ) ( v )  = O. 

DI~MONSTRATION. La d6monstration de ce corollaire est ais6ment d6duite du 

th6or6me pr6c6dent et de la Proposition 2.2 en posant p = card L 

. . . .  > I} .  L {xEf~[g(x)=O}, [ (/,,),~, et Z RP+ {(x,),~,jx,=O, iE  

La seule originalit6 consistant a remarquer que pour f ( x ~ ) E  R p convexe ferm6, 

o n  a: 
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AR,~ (f(x,,)) = int CR: (f(x,,)) 

= int TR:' (f(x,,)) 

= { ( a , ) . ,  a, > 0 pour  tout  i C l (x . ) } .  
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