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ABSTRACT

This paper gives conditions ensuring the existence for an initial value (xa, vo) of
a solution to the second order differential inclusion x"(1)€ F[x(t), x'(1)],
x(0) = xo, x'(0) = v, such that x(r)€ K for all t where K is a nonempty given
subset of R".

0. Introduction

Soit K un sous-ensemble non vide de R" euclidien et F une correspondance
de R" XR" dans R".

Dans cet articie nous considérons le probleme de I'existence pour une valeur
initiale (x4, b)) ER" XR", d’une solution x(-): [0, T]=R", T>0, x(0)= x,,
x'(0)= v,, du probleme de viabilité du second ordre:

x"(t)€ F(x(1). x'(t)) pour presque tout 1 € [0, T,
(H)
x(H)EK pour tout t €[0, T|.
Alors si pour tout x € K nous désignons par Ty (x) le cone contingent de

Bouligand [4] défini par

Te(x) = {v eR"{limipf% dic (x +hv)=0}
h—0

ou d (- ) désigne la fonction distance a K, nous vérifions sans difficulté que toute
solution de (H) satisfait nécessairement la condition:

(N x'"(1)E Ty (x(1)) pour tout t €[0, T.
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Ainsi si nous définissons G(Tx) ={(x,v)E K xR" [ v € Tk (x)} le graphe de la
correspondance Tx(-), le probléeme de I'existence de solutions pour (H) se
ramene de maniére équivalente a celui de I'existence de solutions pour le
probléme de viabilité du premier ordre associé:

[x’(t)= v(t)

v'(1) € Fx(1), v(1))

) pour presque tout t {0, T|,

(x(), v(t)) € G(Tk) pour tout t € [0, T[.

L’étude des problémes de viabilité du premier ordre a fait I'objet de diverses
contributions (cf. [1], [2]. [3), {8}, [9), 112}, {13], [15]), [16]), dans [10] des
conditions nécessaires et suffisantes ont été données pour I’existence de solutions
a partir de toute valeur initiale dans ’ensemble dans lequel les solutions doivent
rester, appelé ensemble de viabilité du probleme. Cependant ce résultat reposait
fortement sur le fait que cet ensemble était localement compact. Ceci n’est pas
vrai en général pour G(Tx) I'ensemble de viabilité de (H*). En effet considérons
par exemple K =R’ CR. Nous avons alors Tx (0)=R" et T« (x)=R pour tout
x >(). Il apparait alors clairement que G(Tx) n’est pas localement compact en
(0,0). Ceci fait la différence essentielle entre les problémes de viabilité du
premier ordre et ceux du second ordre.

Le but de cet article est de donner cependant des conditions assurant
I'existence de solution de (H) ou (H*) pour une classe trés large de valeurs
mitiales (x,, vo) € G(Tx).

1. Préliminaires

Soit R" espace euclidien. Pour tout x = (x;);—;. . dans R" nous désignons par
x| = (2, x})'" sa norme euclidienne. Pour tout sous-ensemble A de R” nous
désignons par int(A) I'intérieur de A et par A sa fermeture. La fonction
distance d.(-) a A est définie pour tout x ER" par

di(x)=inf{la — x|||a € A}.

Enfin pour tout x€E€R" et tout £>(0 nous définissons B(x,e)=
{yeR" [y —xll<e}.

Afin d’énoncer le théoréme de viabilité pour les inclusions différentielles du
premier ordre nous rappelons qu’une correspondance S: X —R", X CR", est
une application de X dans I’ensemble des parties de R”. De plus nous dirons

qu’une correspondance S: X —R” est semi-continue supérieurement {s.c.s.) si
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pour tout ouvert () de R”, I'ensemble {x € X ‘ S(x)C €} est un sous-ensemble
ouvert de X pour sa topologie induite.

THEOREME 1.1. Soit X une partie non vide localement compacte de R" et
S: X —R" une correspondence s.c.s. telle que pour tout x € X, S(x) est convexe
compact non vide.

Alors la condition

(c1) S)NT(x)#LD  pour tout x € X

est équivalente a I existence pour tout x € X d’un réel T, > 0 et d"une application
x(+): 0, T, ] = R" telle que x(0) = x et vérifiant:

x( ) est lipschitzienne sur [0, T},
(1.1) x'(t)E S[x(1)] pour presque tout t €0, T},
x(t) € X pour tour t €[0, T,).

De plus la condition (c|) implique que pour tout x,€ X il existe T,>0 et un
voisinage U, de x, dans X, tels que pour toute valeur initiale x € U,,, il existe une
solution de (1.1) définie sur {0, T,).

2. Quelques résultats d’existence pour le second ordre

Soit K une partie non vide de R" et une correspondance F: G(Tx)—R".
Dans toute la suite de I'article nous designerons pour tout (x, v) € G(Tx) et tout
T >0 par Sr(x, v) I'ensemble des applications différentiables x(-): [0, T[> R"

telles que x’'(-) est lipschitzienne sur [0, T[, x(0) = x, x'(0) = v et vérifiant
x"(t)E F(x(t), x'(t)) pour presque tout ¢t € [0, T,
(H)

x(1)eK pour tout t €[0, T[.

Nous définissons enfin pour tout (x, v) € G(Tk) la notion de dérivée contingente
de la correspondance Tk () au point (x, v) dans la direction v par

D(Tc)(x, v)(v)={w ER" [ (v, W) E Toaw(x, v)}.

Nous avons alors la proposition suivante:

PROPOSITION 2.1.  Soit K une partie non vide de R" telle que G(Ty) est
localement compact et F: G(Tx)— R" une correspondance s.c.s. & valeurs con-
vexes compactes non vides.

Alors la condition
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(c2) F(x,v)N D(Tx)(x,v)(v)#~A D pour tout (x,v) € G(Tx)

est équivalente a I’existence pour tout (x,v)€ G(Tx) d'un réel T>0 tel que
S (x, v) est non vide.

DEMONSTRATION. La démonstration est une conséquence directe du
Théoréme 1.1 en se ramenant 4 (H*) et en remarquant que la condition (c,) est
équivalente a

(c?) {v} X F(x, 0) N T (x, ©) £ D pour tout (x, v) € G(Tx).

Un exemple caractéristique d’ensemble K tel que G(Tk) est localement
compact est donné par

K={x€Q|g(x)=0)

ou ) désigne un ouvert de R" et g une application continiment différentiable de
() dans R” telle que g'(x) € L(R"; R?) est supposée surjective pour tout x € K.
Dans ce cas, en tout x € K le céne contingent Tx (x) est en fait 'espace tangent
a la sous-variété K au point x et vérifie

Tk (x)={v ER" | gix,(v) =0}.

Ainsi

G(T)={(x, 1) EQXR" [g(x) =0, gi(v) =0}

est bien localement compact.

La proposition suivante donne 'expression de la dérivée contingente de la
correspondance Tk () pour un tel ensemble.

ProrosiTioNn 2.2. Soit K ={x EQ! g(x)=0} ou Q est un ouvert de R",
g: Q> R’ une application deux fois continiiment différentiable sur Q et telle que
g'(x) est surjective pour tout x € K.

Alors pour tout (x, v)E€ G(Tx) nous avons

2.2) D(T)(x, v)(v) ={w ER" | gls(v, v) + gly(w) = O}.

DEMONSTRATION. 11 suffit pour cela de remarquer que G(Tx) s’écrit sous la
forme:

G(T)={(x, ) EQXR" | h(x,v)=0}

ol h désigne I'application continiment différentiable de (1 xR" dans R” x R?
définie par
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h(x,v)=(g(x), 8x(v))  pour tout (x,v) EQAXR".
Un calcul standard montre que h'(x,v) € L(R" XR";R” X R") est définie par
hicor (s, 1) = (8 (5), 8lx(v, )+ 8ny(1))  pour tout (s, 1) ER" XR"

On vérifie alors aisément que hi,,, est surjective en tout point de G(Tx).
Ainsi

8i(s)=0 } '

TG(TK)(x* U): {(S’ t)ER xR g’('x)(u9s)+géx)(t)=o

Ce qui implique bien que pour tout (x,v)€ G(Tx)
D(Ti)(x, 0)(0) = {w ER" | g0, v) + gloy(w) = O}
Nows en déduisons alors la proposition suivante:

ProrosiTION 2.3.  Soit K = {x EQIg(x)=O} ou () est un ouvert de R,
g: Q— R’ une application deux fois continiiment différentiable sur €1, telle que
g'(x) est surjective en tout point de K. Soit F une correspondance de G(Tx) dans
R" s.c.s. a valeurs convexes compactes non vides.

Alors la condition

(c23) pour tout (x, v) € G(Tx) il existe w € F(x, v) tel que
gio(v, v) + giy(w) =0

équivaut a [’existence pour tout (x,v)E G(Tx) d’'un réel T>0 et d’une
application différentiable x(-): [0, T[— R" telle que x'(-) est lipschitzienne sur
[0, T[, x(0)=x, x'(0) = v et vérifiant

x"()E F(x(1),x'(t))  pour presque tout t € [0, T,
(H.)
x()EQ, gx(t))=0 pourtoutt &[0, T].
Cependant la Proposition 2.1 ne peut s’appliquer si G(Tx) n’est plus
localement compact. Ceci est prouvé par ’exemple suivant:

ExeMpLE 2.1. Soit K =R" et F: RXR— R définie par F(x,v)=x —1 pour
tout (x,v) €RxR. Nous avons vu dans l'introduction que G(Tx) n’est pas
localement compact en (0,0). De plus la condition (c;) ou (c%) est facilement
vérifiée sur G(Tx). Pourtant il ne peut exister de solution x(-): [0, T[-=>R",
T >0, de I'’équation diftérentielle du second ordre x"(t) = x(t)—1 et vérifiant
x(0)=0, x'(0)=0.
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Dans le cas d’'un ensemble K convexe localement compact nous avons le
résultat suivant:

PropPOSITION 2.4, Soit K un sous-ensemble convexe localement compact
d’intérieur non vide de R" et F: G(Tx)— R" une correspondance s.c.s. a valeurs
convexes compactes non vides.

Alors pour tout (x4, v0) € G(Ty) tel que v, € int T (x,) il existe T,>0 tel que
S1.(x0, vo) est non vide.

DEMONSTRATION. Rappelons tout d’abord que la convexité de K implique
que pour tout x € K nous avons

Te(x)={A(y —x)[A >0, y €K}
ct

int T (x) ={A(y —x)|A >0, y €int K}.

De plus nous savons que le graphe de int Ti (-),

G(int Tg)={(x,v)e K XR" | v €int T (x)}

est ouvert dans K xR",
Ainsi comme K est localement compact, G (int Ty ) est lui aussi localement
compact.

Il suffit maintenant de vérifier que la correspondance qui a tout (x,v)&
G(int Ty) associe {v}x F(x, v) satisfait la condition de viabilité du Théoréme
1.1. Soit alors (x, v)E€ G(int Tx), il existe A >0 et y €int(K) tels que v =
Aly = x).

Alors x +hv=x+hA(y —x)E€int(K) pour tout h >0 assez petit. Ceci
implique que Ty (x + hv)=R". Il est alors facile de vérifier que pour tout
weEF(x,v), (x,v)+ h(v,w)€ G(int Tx) pour tout h>() assez petit. Ainsi
(0, W) E TG (x,0).

Le résultat obtenu dans la Proposition précédente ne peut se généraliser a un
ensemble localement compact non convexe. Ceci est prouvé par 'exemple
suivant:

ExempLE 2.2. Soit K ={(x,,x;) ER’ ’ x1+ x3=0}. Nous avons Tk (0,0) =R’
Cependant il ne peut exister de solution x(-): [0, T[— K, T >0, de I’équation
différentielle du second ordre x"(t) = 0 telle que x(0) = (0,0 et x'(0)=(—1,0) &€
int T (0,0) =R".
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Ax(0.0)

3. Le théoréme principal

Nous sommes donc tout naturellement amenés dans un cadre plus général a
imposer des conditions supplémentaires a la vitesse initiale. C'est pourquoi nous
introduisons une notion différente de cOne tangent dite & Dubovickii-Miljutin
[7], définissant pour tout x € K I'ensemble:

il existe € >0 et a >0 tels que

Ax(x)= {U €R x +tB(v,&)C K pour tout t €[0, « ]} ~

Dans I'exemple 2.2, le cone A (0,0) est précisément donné par
Ac(0,0)=R*\{(x,.0)| x, = 0}.
Nous mentionnons maintenant quelques propriétés de ce cone.
ProrosiTiON 3.1.  (a) Pour tout x €K, Ax(x) est ouvert dans R" et vérifie
Ak (x)Cint Ty (x).
(b) Si K est convexe alors Ax(x)=int Tx(x) pour tout x € K.

(¢) Soit K =L N M avec L et M deux sous-ensembles donnés de R". Pour tout
x € K nous avons T, (x)N Ap(x)C Ty (x).
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DEMONSTRATION.  Les démonstrations de (a) et (b) n’offrent aucune difficulté
(cf. [11]).

Soit maintenant K =L NM, x€K et v € T (x)N Au{x). Une définition
équivalente de T, (x) est que v € T, (x) si et seulement si il existe une suite
h,., h, >0, et une suite v,, v, ER" telles que h, =0, v, > v et x + hyv, € L pour
tout q.

De la définition de A (x) on déduit facilement que x + h,u, € M pour tout g
assez grand et donc que x + hyo, EL N M = K. Ainsi v € Ty (x).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme d’existence suivant:
THEOREME 3.1, Soit K = L N M avec L et M deux sous-ensembles donnés de

R" et F: G(Tx)— R" une correspondance s.c.s. a valeurs convexes compactes non
vides. Supposons de plus que G(T.) soit localement compact et que

(cs) F(x,0) O D(T. ) (x, v} () # D pour tout (x,v)€ G(Tk).

Alors pour tout (X(), UU) te[ que Xo c K et Uo (& ’[‘1 (x“) N AM (x“), ll e.xiste 71) > 0 tel
que S+1,(xq, Uy) est non vide.

DeMONSTRATION.  De la Proposition 3.1, nous remarquons tout d’abord que si
00 € Ti.(x0) N An(x0) alors vy € Tx(x0). Ainsi (xo, o) € G(Tk). De plus de
0o € A {xy) nous déduisons 'existence de € >0 et de a >0 tels que:

M,={xs+t|vEB(v, &)t €[0,a]}C M.

1l est alors clair que M, est un convexe fermé de R" et que B(vo, £) C A y(x0) =
int Trg(x0). Ainsi comme le graphe de int Th,(-) est ouvert dans M, X R”", il
existe 6 >0 tel que:

B(vy,8)Cint Tp{x) = Amfx) pour tout x € M, N B(x,, 8).

De M, C M nous déduisons aisément que A »,(x)C Ay (x) pour tout x € M.
Définisssons alors

G, =[M,N B(xy,8)] X B(vo, )N G(T.)

qui est clairement un sous-ensemble localement compact de R” X R".
Vérifions maintenant que G,C G(Tx). Soit (x,v)€E€ G, alors x € L N M, C
L NM =K. De plus v € T, (x) et par construction v € A y,(x) C Ap(x). Ainsi
VE T (x)N An (x) C Tk (x).
La démonstration du théoréme sera alors terminée si nous montrons que le
théoréme 1.1 s’applique au probléme de viabilité du premier ordre défini par G,
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et la correspondance associant a tout (x, v) € G, 'ensemble {v} x F(x, v) CR" X
R"
Il suffit en fait de vérifier la condition suivante:

Holt X F(x,v)]N Te(x,0)#S  pour tout (x, v) € G.
De (¢5) nous déduisons que
{o}x F(x,0)] N T (x, v) #D pour tout (x, v) € G,.

Ainsi de la caractérisation par les suites du cone contingent de Bouligand nous
déduisons que pour tout (x, v) € G, il existe w € F(x, v) et des suite h,, h, >0,
v, ER" et w, ER" telles que h,—0, v,— v, w,—>w et (x,v)+h, (v, w,)E
G(T.) pour tout q. Il suffit alors de montrer que pour tout g assez grand
(x,v)+ h,(v,, w,) € G, et donc a [M,N B(xq, §)] X B(vy, §).

Le seul point non évident consistant a vérifier que pour tout q assez grand on a
x + h,u, € M,.

Ceci se déduit directement du fait que v, — v € B(0,, 8)C A p(x) et de la
caractérisation de A y,(x).

Le théoréme précédent garantit seulement P’existence d’une solution pour une
valeur initiale donnée (x.,, v,) mais ne fournit aucune information sur les
solutions a valeurs initiales dans un voisinage de (x., vo). En particulier I'exemple
suivant montrera que sous les hypothéses du théoréme 3.1, pour de petites
perturbations de la condition initiale, la longueur de l'intervalle de viabilité (i.e.:
I'intervalle pour lequel la solution reste dans K) peut tendre vers zéro.

ExeMpLE 3.1. Considérons, comme dans I'’exemple 2.2, I'ensemble
K=M={x,0)ER|x}+x220}, L=R"

et le probleme de viabilité du second ordre x"(t) =0, x(¢t) € K sous la condition
initiale x(0) = (x,, x), x'(0)= (0, 1) avec (x,, x,) dans un voisinage de (0,0).

Clairement (cf. dessin): (0,1) € A« (0,0) et (0,1) € Ak (x,, x>) pour x| + x3>0,
x; <0, x,<0 assez petits,

Un calcul simple montre que si x(+): [0, T[— K est une solution (viable) telle
que x(0)=(x,x;) avec x, <0, x,<0, x;+x3>0 et x'(0)=(0,1) alors
nécessairement T < — x,.

Ainsi pour obtenir des informations sur la persistance de solutions sur un
intervalle de longueur minimum pour des valeurs initiales proches de (x., v,)
nous sommes amenés a imposer a (xi, v,) des conditions plus fortes.

Pour cela nous introduisons G°(Ty) I'intérieur du graphe de Ty (-) dans
M xR" et G"(Aw) intérieur du graphe de A (-) dans M XR".
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De plus pour tout x € M nous définissons le cone tangent de Clarke [5] au
point x a M par

Culx)= { v ER"' lim 1
h—" h
Ve

dM(y+hv)=0} )

Nous avons alors la proposition suivante:

PROPOSITION 3.2.  Supposons M localement compact. Alors pour tout x € M les
propriétés suivantes sont équivalentes

(1) v€int Cy(x),

2) (x,v) € G"(Au),

(3) (x,v)E G(Tw).

DEMONSTRATION. (1) = (2). Soit v € int Cy, (x), nous savons (cf. Rockafellar
[14]) que ceci est équivalent a P'existence de ¢ >0 et de a >0 tels que
x'+ tv' €M pour tout x’ € M N B(x, ¢), tout v' € B(v, ¢) et tout t € [0, a].

Ceci permet directement de conclure que

[MNB(x,e)]xB(v,e)C G(Aun)

et donc que (x, v) € G'(An).

(2) = (3). Cette propriété est immédiate car G(Axy)C G(Ty).

(3) = (1). Soit (x, v) € G"(Ty). Ceci signifie qu’il existe ¢ >0 tel que pour
tout x’ E M N B(x,e)ettout v' € B(v,e)ona v’ € Ty (x'). Or ceci implique {cf.
Cornet [6]) que B(v,£)C Cy(x) et donc que v €int Gy (x).

Nous avons alors le résultat suivant:

THEOREME 3.2. Supposons satisfaites les hypothéses du Théoréeme 3.1 et
supposons de plus que M est localement compact.

Alors pour tout (xu, v,) tel que x,€ K =L N M et v, € T, (xo) Nint Cy (x0), il
existe un voisinage U, de x, dans M, un voisinage V., de v, dans R" et T,> () tels
que S+,(x, v) est non vide pour tout (x,v)€ Uy, X V,N G(T,.).

DEMONSTRATION.  Soit (x,, vy) tel que x, € K et v, € T, (xo) Nint Cy (x0). De
la Proposition 3.2 nous déduisons que (xq, v)) € G°(Am). ce qui signifie qu’il
existe £ >0 tel que B(vy, £)C Ay (x) pour tout x € M N B(xy, €).

Considérons alors

G = [Mﬂ B(X(),E)]X B(U(,,E)ﬂ G(Tl)

G est localement compact car M et G(T.) sont localement compacts. De plus



Vol. 57, 1987 INCLUSIONS DIFFERENTIELLES 235

nous démontrons de facon identique a la démonstration du Théoreme 3.1 que
G C G(Tk).
Nous affirmons enfin que la condition:

{v}xF(x,0)N Ta(x,0)#ZD pour tout (x,v)E G

est vérifice. Ceci se démontrant encore exactement comme dans la
démonstration du théoréme 3.1.

1l suffit maintenant pour conclure d’appliquer & la valeur initiale (x,, v,). la
derniere partie du Théoréme 1.1 pour le probléme de viabilité du premier ordre
défini par G et la correspondance qui a tout (x, v)E G associe {v} X F(x.v)C
R" XR".

Nous déduisons alors des deux théorémes précédents le corollaire suivant:

CoroLLAIRE 3.1.  Soit K un sous-ensemble de R" et F: G(Ti)—R" une
correspondance s.c.s. @ valeurs convexes compactes non vides.

(1) Pour tout x, € K et tout v, € Ak (xo) il existe T, >0 tel que S 1,(xo, vy) et non
vide.

(2) Supposons de plus que K est localement compact. Alors pour tout x, € K et
tout v € int Cx (x,) il existe un voisinage U, de x, dans K et un voisinage V., de v,
dans R" et T, >0 tels que pour tout (x,v) € U, x V, ["ensemble S,,(x, v) est non
vide.

DEMONSTRATION.  Les démonstrations sont des conséquences immédiates des
deux théoremes précédents en posant L =R" et K = M. La condition (c;) est
alors automatiquement vérifiée car G(T,)=R" xR".

4. Applications

Dans cette partic nous donnons quelques corollaires des théorémes
précédents pour une classe particuliere d’ensembles K définis par

K={xeLl|xeq fix)e Z}

ou L et Z sont respectivement des sous-ensembles de R" et R” et f une
application d'un ouvert () de R" a valeurs dans R".
A cette fin nous utiliserons le résultat préliminaire suivant:

ProrosiTiON 4.1. Soit M ={x € Q[f(x)e Z} ou Q désigne un ouvert de R",
Z une partie de R” et f une application de € dans R".
(a) Si f est différentiable en x,€ M, alors:
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{v ER" f’(xu)(v) €A, (f(xo))} C A (x0).

(b) Supposons Z localement compact et f continiiment différentiable sur ().
Alors pour tout xo€& M on a:

f'(x0)(v) € int Cz (f(x0))} C int Cyy (x0).

{vER"

DEMONSTRATION. (a) Soit v, ER" tel que f'(x0)(vo) € Az(f(x0)). Comme
Az(f(xs)) est un ouvert dans R’ il existe donc a>0 tel que
f’(x(,)[ﬁa,,aj]c Az (f(x0)). 1l suffit alors de montrer I’existence de & >0, tel
que {xo+tv | v € B(vo, ), t €[0,8]} C M. Si cela n’était pas vrai, il existerait
alors une suite t, >0, 1, — 0 et une suite v, € B(vy, a) telles que x,+ L,v,& M
pour tout g. En prenant une sous-suite si nécessaire, nous pouvons supposer que

v, — v € B(u,, ).
De la différentiabilité de f en x, nous déduisons que

[t ‘4?4)_ f(x0) — f'(xo)(v) € Az (f(x0)).

q

De la définition du cdne Az(f(x,)) nous déduisons que

f(x“ + tqvq) = f(Xu) + tq f(x“ + t‘ll;q)j(xl)) ez

pour tout g assez grand.

Ceci contredit x,+ t,v, & M et termine la démonstration de (a).

(b) Soit v, €R" tel que f'(x0)(vo) € int Cz (f(x,)). Comme Z est localement
compact ceci équivaut d’apres la Proposition 3.2 a (f(xo), f'(x0)(vs)) € G°(Az)
I'intérieur dans Z X R” du graphe de la correspondance Az (-).

De la continuité de I'application f’ en x, nous déduisons la continuité au point
(x0, vy) de I'application qui a tout (x, v) dans Q X R" associe (f(x), f'(x)(v)).

11 existe alors £ >0 tel que pour tout x E M N B(x,, ) et tout v € B(vy, €)
nous avons (f(x), f'(x)(v)) € G’(Az) et donc f'(x)(v) € Az (f(x)), ce qui d’aprés
(a) implique que v € Ay (x). Ainsi (xo, vo) € G°(Am). Les hypothéses impliquant
que M est lui aussi localement compact, nous déduisons, toujours de la
Proposition 3.2, que v, € int Gy, (xy).

TuEOREME 4.1. Soit K={x EL|x€Q, f(x)EZ} et F: G(Tx)—R" une
correspondance s.c.s. a4 valeurs convexes compactes non vides.
Supposons que G(T.) est localement compact et que

(cs) F(x,v)N D(T.)(x,v)(v)# D pour tout (x,v) € G(Tx).
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(a) Soient x, € K et v, & T, (x,) tels que f est différentiable en x,, f'(x0)(vo) €
Az (f(x0)).

Il existe alors T, >0 tel que S1,(x0, v,) est non vide.

(b) Supposons Z localement compact et f continiument différentiable sur Q). Pour
tout (xo, Uo) tel que x, € K, va € T, (x0) et f'(x0)(vo) € int Cz(f(x0)), il existe un
voisinage U, de x, dans K, un voisinage V, de v, dans R" et T,>0 tels que
S+.(x, v) est non vide pour tout (x,v)€ U,x V,N\ G(T,).

La démonstration de ce résultat se déduit directement du Théoréme 3.1 et du
Théoreme 3.2 ainsi que de la Proposition 4.1 en considérant M =
(xeQ|fx)e z}.

Pour terminer considérons un ensemble K défini par
K={xeQ|gx)=0,f(x)=0,i €I}

ou () désigne un ouvert de R", g une application deux fois continiment
différentiable de () dans R” telle que g'(x) est surjective en tout point x € () tel
que g(x)=0etou f, i € I, désigne une famille finie de fonctions de () dans R.

Pour tout x € Q nous définissons I(x)={i €1 Jf,~ (x) = 0}. Nous avons alors le
résultat suivant:

CoroLLAIRE 4.1, Soit F: G(Tx)—R" une correspondance s.c.s. a valeurs
convexes compactes non vides et telle que pour tout (x,v)€ G(Ty) il existe
w € F(x, v) vérifiant

(*) g, v)+ giy(w)=0.

(a) Soient x, € K et v, ER" tels que g'(xy)(vy) =0 et tels que les f,, i € I, sont
différentiables en x, et vérifient fi(x,)(v) >0 pour tout i € I(x,).

Il existe alors T,> 0 tel que S1,(xo, o) est non vide.

(b) Supposons de plus que chaque f., i € I est continiiment différentiable sur Q).
Pour tout (x,, v,) tel que x, € K, g'(x0)(vo) =0 et fi(x0)(vy) > 0 pour tout i € I(x,),
il existe un voisinage U, de x, dans K, un voisinage V, de v, dans R" et T, > 0 tels
que S1,(x, v) est non vide pour tout (x,v) & Uy X V, tel que g'(x)(v)=0.

DEMONSTRATION. La démonstration de ce corollaire est aisément déduite du
théoreme précédent et de la Proposition 2.2 en posant p = card |,

L={x€0|gx)=0}, f=(f)e et Z=Ri={(x)ei|x=0,i €I}

La seule originalité consistant a remarquer que pour f(x,) € R’ convexe fermé,
on a:
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Agr (f(xn)) =int Cgr (f(xn))
=int Tge (f(xtl))

={(a, }icy ‘ a, >0 pour tout i € I'(x,)}.
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